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MECANICA DOS
FLUIDOS

12.1 Introducgéo

De um modo geral, denomina-se fluido o meio material cuja forma
geométrica depende vizinhanga com a qual ele se encontra em contato. Este
tipo de material pode ainda escoar de um lugar para outro quando sujeito a
forgas externas. De acordo com estas propriedades, podemos notar que os
gases ¢ liquidos sdo classificados com fluidos.

Nosso estudo de mecanica dos fluidos comegara pela hidrostatica, que
se refere ao caso particular em que o fluido se encontra em repouso.
Posteriormente, trataremos o caso em que o fluido encontra-se em movimento,
descrito pela hidrodindmica. Em ambos casos, ao invés de tratarmos a forca
atuante sobre o sistema, usaremos o conceito de pressdo, que ¢ definida como
a forca aplicada por unidade de area:

P=lim (ﬁ)

onde AF ¢ a forga agindo sobre o elemento de area AS. E importante notar que
a pressdo se transmite as superficies de um recipiente ou através de secc¢des
arbitrarias de fluido sempre perpendicularmente a estas superficies. Por
exemplo, se colocarmos um cubo de aluminio dentro de uma panela com agua,
as forgas provocadas pelo fluido serdo perpendiculares as suas faces. A
pressdo ¢ uma grandeza escalar, com unidades de N/m* (Pascal, Pa), dyn/cn’,
bar (= 10° N/m?), atm (1.01 x 10° N/m?), etc. Em mecénica dos fluidos ¢ muito
comum trabalharmos com densidade de massa, definida como p = dM/dV
onde dM ¢ a massa contida no volume dV.
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226 Mecdnica dos fluidos

12.2 Hidrostatica

Iniciamos o estudo deste topico pela lei de Stevin, que estabelece a
pressdo de um fluido sujeito a gravidade. Considerando um fluido em repouso,
vamos analisar um pequeno elemento de volume de area A e espessura dy,
como mostrado na Fig. 12.1.

P(y+A
(y y)l /A

Ay

P(y) y

Fig. 12.1 — Elemento de volume usado para a demonstragdo da lei de Stevin,

A massa desta por¢do de fluido ¢ dada por AM = pAV = pAAy. As varias
forgas perpendiculares a area lateral cancelam-se mutuamente, pois 0 meio ¢é
isotropico. O equilibrio de forcas ao longo da vertical estabelece que:

[P(y + Ay) - P(y)]JA + Amg =0
[P(y + Ay) - P(y)]JA = -pAgAy

lim P(y + AY) —-P(y) _ dpP _
Ay—)o Ay dy

Assim, concluimos que a pressdo diminui com a altura (taxa negativa) de uma

—Pg

maneira proporcional a p e g. No caso particular em que p ¢ g independem de
y (portanto constantes), a equacdo acima pode ser integrada entre dois pontos

quaisquer, resultando em:

Py =P - pg(y2—y1)

Um dos casos mais comuns que aparece na literatura ¢ quando y; esta
na superficie e y, no interior do liquido tal que y, <y;. Chamado y; —y, =he
P, =P, (pressdo atmosférica), obtemos:

P(h) =P, + pgh
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Como exemplo da aplicacdo desta lei, vamos analisar como varia a
pressdo do ar atmosférico como fungao da altitude. A densidade varia com vy,
COmo veremos a seguir, mas suporemos que a temperatura seja constante.
Partindo da equagdo dos gases ideais (equacdo de Clapeyron) temos:

K T K T
m "B B

PV=NK T=2K T = p=1
B" T M B VvV M M

onde m ¢ a massa de gas contida no volume V, M ¢ a massa de cada molécula
e Kz ¢ a constante de Boltzmann. Como supusemos que T ¢ constante, temos:

P
P=Pop~
P,
onde P, ¢ a pressdo na superficie e py, a densidade de massa neste ponto.

Como vimos anteriormente,

dP Pog
_ = = :——P
o= PE=p
dpP Pog
dP __ Pog 4
= p~"p ¥

Integrando esta expressao de y = 0 até y = h obtemos:

P=P, exp{—%y}

Tomando P, = latm, g = 9.8 m/s’e py= 1.2 Kg/m’, temos pog/P, = 0,116 Km™
e assim podemos fazer um grafico de P(y) como mostrado na Fig. 12.2.

Um outro exemplo comum onde a lei de Stevin é aplicada é o dos
vasos comunicantes, mostrados na Fig. 12.3, onde sdo colocados dois liquidos
nao misciveis, de densidades diferentes. De acordo com o principio de Pascal,
a pressao aplicada a um fluido contido num recipiente ¢é transmitida
integralmente a todos os pontos do fluido e as paredes do recipiente.

Como a pressao na altura y,, definida pela linha horizontal na altura L

¢ a mesma nos dois lados do recipiente, temos:
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P, + pigh; = P, + pogh, = pih; = pohy
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Fig. 12.2 — Variagdo da presséo atmosférica com a altura.

Fig. 12.3 — Vasos comunicantes.

Um terceiro exemplo deste topico é o de um fluido em rotagdo.
Consideremos um liquido colocado dentro de um recipiente cilindrico, que
roda com velocidade angular constante, ®, em torno do eixo de simetria do
cilindro, de acordo com a Fig. 12.4. Queremos determinar o formato da
superficie do cilindro.

Vamos supor que as coordenadas de um ponto qualquer desta
superficie sejam r e y, onde r tem sua origem no eixo de simetria do cilindro e
y no ponto mais baixo da superficie. Vamos tomar um elemento de volume no
interior do liquido, na forma de um anel de raio r e espessura Ar. Chamaremos
a area lateral deste anel de A. A diferenca entre as forcas existentes nas areas

laterais, externa e interna do anel deve ser igual a forca centripeta. Portanto,

[P(r + Ar) - P(r)] A = Amo’r = pAAre’r
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P(r) :E: P(r+Ar)

Fig. 12.4 — Fluido em rotacdo.

1imAr—)0|:P(r + AArr) — P(r)} _ c(11_1r3 — po’r

Logo, P(r) =P, + §p o'r’, pois o ponto r = 0 pertence a superficie, cuja
pressdo € a atmosférica (P,). Por outro lado, a pressao independe da diregdo e

se olharmos para a pressdo no ponto r ao longo da vertical, ela sera dada pela
lei de Stevin:

P(r) = P,+ pgy

onde y ¢ a altura da coluna de liquido sobre o ponto r. Igualando as pressdes

calculadas nas diregoes radial e vertical temos:

de onde concluimos que a superficie do liquido forma uma parabola.

12.3 Principio de Arquimedes

Um corpo imerso num fluido qualquer tem seu peso aparentemente
diminuido. Isto pode ser explicado pelo principio de Arquimedes, que veremos
a seguir. Vamos considerar um cubo de aresta L imerso num fluido como
mostra a Fig. 12.5.
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O peso do corpo ¢ dirigido para baixo e vale

o=Mg=p.Vg

"|
T

3

Fig. 12.5 — Cubo imerso num fluido.

Por outro lado, sabemos que a pressdo na parte inferior do cubo ¢ maior que
na superior e vale:
P,=P, +pgL

Desta forma, temos uma forca dirigida para cima, chamada de forca de

empuxo, cujo valor é:
F=(P,—P)A =pglA =pVg

sendo, portanto, igual ao peso do volume de liquido deslocado. Assim, todo
corpo imerso ou parcialmente imerso sofre uma forga oposta a gravidade, que
¢ igual ao peso do fluido deslocado. Este resultado é conhecido como
principio de Arquimedes. A forga exercida sobre corpos submersos aparece
devido ao fato de que o fluido exerce pressdo em todos os pontos do corpo,
mas as regides de maior profundidade estdo sujeitas a pressoes mais elevadas.
Assim, existe sempre uma for¢a de empuxo na vertical e de baixo para cima.
Esta forga ndo depende do formato do corpo, embora nds tenhamos usado um
cubo para deduzir sua expressdo. Poderiamos, por exemplo, ter usado uma
esfera para esta deducdo. Neste caso, para a esfera de raio R mostrada na Fig.
12.6, a pressdo ¢ funcdo do angulo 6:

P(0) =Py + R(1 - cos O)pg
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A area mostrada na figura é: dA = 2nRsen6 RdO ¢ a forca exercida sobre ¢la é:

P(0) 49
/
7

Fig.12.6 — Forca de empuxo sobre uma esfera.

dF =P(0) dA = P(0) 2nR” sen0 do

As componentes horizontais desta for¢ca se cancelam mutuamente, restando
apenas a componente vertical dFy, = dF cosO. Logo, a for¢a resultante na

diregdo y é:

F, = .[Onchose = 2nR2J-: [P, + R(1—cos0)pg]sen O cosO dO

Fazendo cos® = u temos du = - sen0 dO e assim:
F, =-27R*[' [P, +R(1-w)pgludu = -27R*pg[  u’du

F, = 3nR’pg =pVg

12.4 Dinamica dos fluidos

Para descrever-se o movimento dos fluidos é usual analisar-se o

comportamento de elementos infinitesimais de volume deste fluido, isto ¢, é
necessario conhecer-se p(T, t) e v(T,t) para cada ponto e instante de tempo.

No caso particular em que v independe do tempo, temos um fluxo estaciondrio
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(ou lamelar). Caso contrario, temos um fluxo ndo estacionario ou turbulento.
Alguns outros conceitos importantes na andlise da dinamica dos
fluidos devem ser introduzidos. Por exemplo, se p variar com T ou t, o fluido
¢ compressivel e quando isto ndo ocorre temos entdo um fluido
incompressivel. Analogamente ao atrito, o escoamento de um fluido pode ser
viscoso. A viscosidade introduz forgas tangenciais entre camadas do fluido
que possuem movimento relativo, resultando em dissipagdo de energia.
Quando o fluxo ¢ lamelar, a trajetoria de um determinado elemento do
fluido é chamada de /inha de corrente. Da mesma forma que na mecénica da
particula, a velocidade do fluido ¢é tangente a linha de corrente. Se tomarmos
as linhas de corrente que tangenciam uma dada area, como mostrado na Fig.
12.7, teremos um tubo de corrente ou tubo de escoamento. Nao hé transporte
de matéria pela superficie lateral deste tubo, ja que por defini¢do, o

movimento do fluido € sempre tangente a esta superficie.

A
B

Fig. 12.7 — Tubo de corrente.

Durante um certo intervalo de tempo At, a quantidade de massa transportada
através das superficies A e B, de areas S, e Sg ¢:

Am =p S v At

A A A
Am_ =p S v At
B B B B

O fluxo de massa € definido por ® = Am/At . Como a massa nio esta

sendo criada nem destruida, Am, = Amg. Logo:
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pvSsS =pvS

A A A B B B

ou seja, @ =pvS= constante ao longo do tubo de corrente. Quando p ¢

constante (fluido incompressivel) temos ® = Sv = constante, que ¢ chamada
de vazdo.

12.5 Teorema de Bernouilli

Os conceitos que vamos discutir agora sdo importantes para a analise
do empuxo sobre as asas de um avido, para a medida da velocidade de um
fluido, etc. Consideremos o escoamento de um fluido ndo viscoso e

incompressivel através de um de corrente mostrado na Fig. 12.8.

[

F1 = P1 Sl

: Afl [ yi U=0

Fig. 12.8 — Tubo de corrente usado para a demonstragio do teorema de Bernouilli.

No lado esquerdo do tubo, temos uma area S; e fluido escoando com
velocidade v, a uma altura y; e pressao P,. No lado direito, estas grandezas sao
dadas respectivamente por S,, v,, y, € P,.

Inicialmente vamos calcular o trabalho feito pelas forcas F; ¢ F, sobre
o volume do fluido compreendido entre (1) e (2) durante um intervalo de
tempo At.

W = FlAgl _FzA/gz = PISIVIAt _P282V2At

como SvAt = Am/p (= volume), podemos re-escrever W como:
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WzATm(Pl—PZ)

Este trabalho produz uma variacdo na energia mecanica do sistema,
que pode ser a como se a regido achurada em (1) da Fig.12.8, tenha sido
promovida a (2). Assim,

_ 1 2 1 2
AE = E2 - E1 = EAsz +Amgy —EAmV1 - Amgy1
Igualando AE com W e cancelando Am, obtemos:

1 12 1.2
E(Pl _Pz)_5V2 _EVI tey, ~ &y,

= P +%pvf +pgy, =P, +%pv§ +pgy>

2
de onde concluimos que a grandeza P+ Lpv 4 pgy ¢ constante ao longo do

. . 2, ~
tubo de corrente. O termo pgy vem da lei de Stevin e ;pv ¢é a pressdo

dindmica, enquanto que P ¢ a pressado estatica. A igualdade acima ¢ conhecida
como teorema de Bernouilli. Se 0 meio for viscoso, temos que incluir nesta
equagdo um termo representando a dissipacdo de energia. A seguir, vamos
analisar alguns exemplos onde a equacdo de Bernouilli se aplica.

O tubo de Venturi, mostrado na Fig. 12.9, ¢é utilizado para a medida da
velocidade de escoamento de um fluido.

areaa

Fig. 12.9 — Tubo de Venturi.
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A pressao estatica no ponto 1 ¢ dada por P; = P, + pgh; e no ponto 2,
P,=P, + pgh,. Levando-se em conta que os pontos 1 ¢ 2 estdo a mesma altura,

o teorema de Bernouilli nos da:

1 2 1 2
P, +=pvi =P, +=pv
1291 2292

onde v; = v e v, = Av/a. Esta ultima igualdade vem do fato que a vazio ¢
constante (Av = av,). Portanto,

2
P, +pgh, +%pv2 =P, +pgh, +%pA—2V2
a

2
%pvz(l—/:—zj = pg(h, —h,)=pg(h, —h, )= —pgh

€ consequentemente,

O empuxo dindmico é a denominagdo dada a for¢a que surge sobre um
corpo que se desloca dentro de um fluido (ao contrario do empuxo estatico do
principio de Arquimedes). Consideremos uma bola movimentando-se com
velocidade v dentro de um fluido. Por conveniéncia, usaremos um referencial
solidario a bola, no qual ela estd em repouso e o fluido desloca-se com
velocidade -v. Se a bola estiver rodando com velocidade angular ®, os pontos
de sua periferia arrastardo as moléculas do ar, modificando sua velocidade. De
acordo com a Fig. 12.10 as velocidades nos pontos (1) e (2) sdo dadas por v, =
var - OR € v, = vr + ©R. Aparecerd, portanto, uma diferenca de pressao dada
por:

P, -P, :%p(vg —Vf):zp[v(VaR +0R)’ —v (Vi —(oR)Z]

= Pl_PzzszaR(DR
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1
Var-®R
R
—
— Var
() -
J —
Vart®R
2

Fig. 12.10 — Bola com rota¢do movendo-se num fluido.

Esta diferenga de pressdo produz uma forga F, que obriga a bola a descrever
uma trajetoria curva. Note que se ® = 0, esta for¢a sera nula e a trajetoria da
bola ¢ retilinea.

Um outro exemplo de empuxo dindmico ocorre com a asa de um
avido ou com o aerofolio de um carro de corrida. Na asa do avido, mostrada na
Fig. 12.11, o ar percorre uma distdncia maior na parte de cima, tendo portanto,
maior velocidade naquela regido. Como conseqiiéncia, a pressdo na parte de
baixo da asa ¢ maior do que em cima e isto da sustentagdo ao avido. Ja& no
aerof6lio de um carro de corrida, temos uma asa invertida que provoca uma

forga para o chéo.

pressdao menor

bordo de fuga

bordo de ataque

pressdo maior

Fig. 12.11 — Asa de avido.

Como um ultimo exemplo do teorema de Bernouilli, vamos considerar
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o escoamento de um liquido através de um orificio situado na lateral de um
grande reservatorio, mostrado na Fig. 12.12. Numa primeira etapa,

desprezaremos o movimento da superficie do liquido no tanque.

v 1

Fig. 12.12 — Fluido vazando de um reservatorio.

Nestas condigdes, teremos entre os pontos (1) e (2):
1 2 _ I 2
P +pgh+§le =P + ng-f-Esz
Como estamos considerando R 0e P1 = P2 = Pa temos:

v, =V =./2gh

Vamos agora levar em conta a velocidade da superficie superior de
area A para calcular a velocidade com que o liquido emerge do orificio de area
a. Como a vazdo é constante temos A vi = a v, = v; = v, a/A = v a/A.
Substituindo na equagdo de Bernouilli dada acima ficamos com:

1 2fa) _1 .2
h+—=pv (—j =—pv
pg ) P A ) P
2gh
1-(a/A)?

Como em geral a << A, podemos expandir o denominador em série de Taylor:

~ l(i)z
v = 2gh[l+2A +..... }
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12.6 Viscosidade

Vamos considerar um fluido colocado entre duas placas, onde a
superior desloca-se com velocidade Av como mostra a Fig. 12.13. Nesta
situacdo surge sobre a placa inferior uma tensdo de cisalhamento (forga/area

da placa) tentando arrasta-la junto com a outra.

Ay

T
— A 4

Fig.12.13 — Placa arrastada num fluido.

E necessario, portanto, uma tensdo T para manté-la em repouso.
Experimentalmente determina-se que:

onde a constante m ¢ chamada de viscosidade do fluido. Note que a
viscosidade esta relacionada com o poder que um fluido em movimento tem
de arrastar os corpos em contato com ele ou as camadas vizinhas do fluido.
Isto € bastante semelhante ao atrito existente entre dois corpos em contato,
com movimento relativo. Nem todos os fluidos obedecem a expressdo acima;
aqueles que obedecem sdo chamados de fluidos newtonianos. Um outro ponto
importante ¢ que a expressdo acima sO ¢ valida para fluxos estacionarios
(escoamento lamelar).

Vamos considerar o escoamento lamelar de um fluido viscoso através
de um tubo de diametro D (Fig. 12.14). Analisaremos o balango de forgas
sobre um elemento de volume de raio r.

O deslocamento deste elemento de volume no interior do fluido gera a
tensdo de cisalhamento t indicada na figura, que funciona como atrito sobre a
porgdo considerada. Por outro lado, existe uma varia¢do de pressdao ao longo
do tubo e como o fluxo é estacionario, a somatoria das forcas sobre o

elemento de volume ¢ nula:
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P +AP

I
I
!
1
& »'
< >

Fig. 12.14 — Escoamento por um tubo.

nr’AP = 2nrlt

dv
=APL = &
AL T

onde nesta ultima passagem usamos o fato de se tratar de um fluido

newtoriano e que v diminui com r. Logo,

:_L(Q)
dv 'L rdr

Para encontrarmos v(r) faremos uma integral de r = 0 até r. No centro
do tubo (r = 0) a velocidade é maxima (Vp.x). Portanto,

V(I') = Vimax = (&)er
L J4n

onde AP/L é a queda de pressdo por unidade de comprimento. Para
encontrarmos o valor de V.., levamos em conta que v = 0 para r = D/2.

v :(QJL(QJZ
mx (L )4nl 2
e, portanto,

v(r)=vmax[1—(ijz} :(A_I}))#(%)Tl_(ijz}

Assim,
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que representa a parabola mostrada na Fig. 12.15.

4 v(1)

Vmax

D/2
Fig. 12.15 — Distribuicdo radial de velocidades de um fluido escoando por um cano.

Desta forma, o perfil de velocidades para o escoamento lamelar de um
fluido numa tubulagdo ¢ parabdlico, sendo maximo no centro, como mostra a

Fig.12.16. E como se fosse uma antena de carro sendo esticada.

§

4\_,
=

Fig. 12.16 — Fluido escoando por um cano.

Na pratica, estamos sempre interessados em encontrar a vazdo ©
como fungdo da viscosidade, didmetro e comprimento da tubulagdo para um
certo valor de diferenga de pressdo aplicada. Considerando o elemento de area

em forma de anel mostrado na Fig. 12.17, temos:

2
4O = v(r) dA = Vi {1 - (%) } 2nurdr

Para encontrarmos o fluxo total, integramos de r = 0 até r = D/2:
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v(r)

dr

Fig. 1217 — Elemento de drea usado para calculo da vazao.

D’ A
@ = max = Vimax
v 3 \ 2

onde A é a area do tubo. Como A = nR?, podemos ainda escrever:

¢) :£R4(A_P)
L

de onde vemos que a vazdo é proporcional a quarta poténcia do raio. A

equagdo acima leva o nome de lei de Poiseuille.

Exercicios

1- Uma bola de madeira de densidade p,, estd presa a uma profundidade h
num liquido de densidade p.. Soltando-se a bola do repouso, determine

que altura acima da superficie ela atingira.

2- Trés recipientes com fundos falsos (Fig. 12.18) foram colocados na agua,
a uma mesma profundidade. Colocando-se nos trés frascos a mesma
quantidade de 6leo, qual dos trés fundos caira primeiro? Justifique.

3- Um deposito retangular sem tampa, com as dimensdes dadas na Fig.
12.19, move-se com aceleragdo a e contém agua até uma altura h (quando

a=0). Para que o valor da acelerag@o a 4gua comecara a escoar para fora?

4- Um cubo de um certo material flutua num recipiente contendo mercurio
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(pue = 13.6g/cm’) tal que 1/4 de seu volume fica submerso.
Acrescentando-se ao sistema agua suficiente para cobrir o cubo (Pagua =

3 - . , . , .
lg/cm’), que frag@o de seu volume ainda permanecerd imersa no mercurio?

L >

Fig. 12.18 Fig. 12.19

5- Uma tabua de comprimento L estd apoiada numa pedra e parcialmente
imersa na agua. Conforme mostra a Fig. 12.20, uma porcao de
comprimento a encontra-se acima do ponto de apoio. Sendo d a densidade

da madeira, que parte da tdbua encontra-se submersa?

«a_,
N nata
h

Fig. 12.20 Fig. 12.21

6- Dentro de um recipiente conico coloca-se leite. Com o passar do tempo
ocorre formacao de nata, que sendo menos densa fica no topo. Durante
este processo nao ha variacdo de volume, ist é, h permanece constante
(Fig. 12.21). O que acontece com a pressdo no fundo do recipiente?
Justifique sua resposta.

7- Numa lata cilindrica de area A coloca-se agua at¢ uma altura h. Determine
a velocidade v com que a agua sai por um orificio de area a localizado no
fundo. Que quantidade de agua deve ser adicionada a lata por unidade de
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tempo tal que v seja constante?

8- Caso ndo se adicione dgua na lata do problema anterior e a altura variar,

calcule a vazao ® como fungao do tempo.

9- Com um sifdo retira-se agua de um recipiente como indicado na Fig.
12.22. A éarea do cano € constante ao longo de seu comprimento e a
velocidade da superficie do liquido € desprezada. a) Qual é a velocidade
da agua na saida do cano? b) Qual é a pressdo no ponto mais alto do sifdo?

¢) Qual ¢ a maxima altura h para a qual ainda ¢ possivel sifonar a agua?

n

Fig. 12.22

10- Monta-se uma caixa d’agua sobre um vagdo que pode se mover no plano
horizontal sem atrito (Fig. 12.23). Na parede da caixa existe um orificio de
area A a uma profundidade H, pelo qual sai agua paralelamente ao plano
horizontal. A massa total inicial do sistema (caixa, agua e vagdo) ¢ Mye a
velocidade da superficie da agua ¢é desprezada. Se o vagdo esta
inicialmente em repouso quando o orificio é aberto, qual sera a aceleragdo
inicial do sistema?

KRR IR S IR IR IR R I IR R R R R R R IR ORI R R R X R K,

Fig. 12.23

11- Um tubo de agua roda com velocidade ® em torno de um eixo vertical
conforme mostra a Fig. 12.24. Calcule a pressdo como fun¢ao de r, usando
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P(r=0) =P,
N~

—n
r

Fig. 12.24

12- Um rotametro (medidor de vazdo) consiste num tubo de vidro conico e
vertical com uma esfera metalica de massa m e raio r no seu interior como
mostra a Fig. 12.25. Calcule o fluxo de um gas de viscosidade n como
funcdo da altura h. Considere o bem pequeno. Nota: Fges = 6mnrv.
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